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１．は　じ　め　に
　2次元的なペロブスカイト型結晶構造を持つ銅酸化物
に1986年に発見された超伝導は，発見から35年以上を
経て，さまざまな新規な異なる超伝導体がその後発見さ
れた現在も，常圧での最高の転移温度を示す点は変わっ
ていない．また，その発現機構について研究者間の合意
に達しておらず，議論が続いていることや，新たな基礎
科学の概念が今も生み出され続けており，物質科学の中
心的な未解決課題として活発な研究が続いている点でも
特異な位置を占めている．特に，銅酸化物では超伝導の
転移温度以上の高い温度でも強い電子相関効果を示し，
単純な平均場的な理論が成り立たない．このため強い量
子ゆらぎや量子もつれを正確に評価しながら量子多体問
題を解かないと超伝導相を正しく再現できない点も解明
を困難にする原因となっている．また超伝導相は電荷が
不均一になったり，反強磁性磁気秩序を示したりする状
態と激しく競合しており，この競合を高精度に評価し
ないと，物質依存性を正しく理解できない点でも，精
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度の高い量子多体系のための計算手法を必要としてい
る．
　その中にあって，第一原理的に結晶構造を与えるだけ
で，任意パラメタを含まずに，個々の物質の個性を反映
した有効ハミルトニアンを導出し，これを高精度の量子
多体計算手法で解いて基底状態を求める研究が近年大き
く進展した．またその結果と整合する形で，超伝導を引
き起こす重要な要因として，電子の分数化が生じている
ことが見出された．すなわち真空中で素粒子である電子
が，強相関電子系では創発的に分数化（分裂）してお
り，分裂によって生じた2種類のフェルミ粒子とその間
の量子トンネリング（混成）によって計算と実験がよく
記述できるという描像が，複数の分光実験の統合解析か
ら得られた．本レビューではこの研究の流れの中で，筆
者のグループの最近の成果を中心に要約し，今後の展望
を述べる．

２．第一原理計算
　強相関電子系を取り扱うためにフェルミレベル付近の
少数の自由度だけからなる有効ハミルトニアンを求める
手法は，筆者らが20年ほど携わってきた手法であり3–5），
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ングを t1から t9，相互作用もV1からV9まで番号付けした
記法を用いる．CuO2面上を動くaB電子の舞台となる
正方格子を表すL × Lのサイズの格子の基底状態につい
て，超伝導秩序変数の距離 rでの空間相関関数Pd（r）が図
３に示されている．この図では様々なホール濃度δと，
系の一辺のサイズLが異なる場合を一緒にプロットし
た．この結果を用いてL × Lの系の遠方でPd（r）が収束し
た値を –

Pd（L）と定義する．Lを増やしながらL → ∞へと –
Pd

MaCE（multiscale  ab  inito  scheme  for  correlated 

elec trons）と呼ばれる．最近これを改良した手法を用い
て4種類の銅酸化物の系列の有効ハミルトニアンが導か
れた1）．この4つの化合物とはCaCuO2（最適なキャリア
ドーピング濃度での超伝導最高転移温度Tc

optはほぼ110 

K），Bi2Sr2CuO6 （同じくTc
opt 〜 10–40 K），Bi2Sr2CaCu2O8

（同じくTc
opt 〜 85–100 K），およびHgBa2CuO4（同じく

Tc
opt 〜 90 K）である．これら4つの化合物は，図１に示
されている結晶構造からわかるように，2次元的なCuO2

面を持つ点で共通性があるが，転移温度には上記のよう
な多様性がある．その原因を探るために，上記化合物に
キャリアをドープした系に対して，実験的に知られてい
る結晶構造をもとに，GW法という第一原理電子状態計
算手法を用いて電子のバンド構造を求めてみると図２の
ような結果が得られる．フェルミレベル（図２の縦軸の
エネルギー 0）付近には銅の3dx2 – y2軌道と同じ面内の酸
素の2pσ軌道が強く混成した反結合軌道のバンド（aB

軌道およびaBバンドと呼ぶ）が横切っているが，それ
以外のフェルミレベルから離れたバンドは物質によって
まちまちである．常温以下の現象は主にフェルミレベル
付近の励起によって決定されるから， 図２のバンド構造
をもとに， aBバンドがほかのバンドから受ける影響
（繰り込み）を考慮したうえで，まずaBバンドだけか
らなる単バンドの有効ハミルトニアンを導くことが最初
のステップとなる．その上で得られた有効ハミルトニア
ンに対して，強相関電子系では精度に限界があるGW法
を超えて，より精緻な量子多体計算で調べれば，常温以
下での超伝導現象を理解できると期待できる（より精緻
な考察は文献 1）を参照）．この考え方にしたがって，aB

バンドの有効ハミルトニアンがMaCEを用いて導かれ
た1）．求められたハミルトニアンは

H =  tij c
†
iσ  cjσ +  U ni↑ ni↓ + 1–

2 
 Vij ni nj . （1）

  i, j, σ i i ≠ j

という形で表わされる．i, jは，フェルミレベル近くの
aB軌道の電子が存在するCuO2面上のワニエ軌道の位
置を示す，サイト座標であり，銅原子あたり一つずつの
サイトを割り当てる．このサイト座標を使って，サイト
i, jに依存するホッピング tij，オンサイト相互作用Uおよ
び i, jサイト間の相互作用Vijが物質ごとに第一原理的に
導かれる．ここでc†（c）は第2量子化を用いて表したaB

電子の生成（消滅）演算子である．
　このハミルトニアンについて9次近接サイトまでの
ホッピングと相互作用をすべて取り込んだうえで，高精
度な量子多体ソルバーとして確立している多変数変分モ
ンテカルロ法6，7）を用いて，任意パラメタを含まない4種
の有効ハミルトニアンの基底状態が求められた 2）．なお
以下では結晶の並進対称性をもとに，距離の順にホッピ

図１　4種の銅酸化物の結晶構造 1）．

図２ GW法によって得られる4種の銅酸化物のバンド構造 1）．
 横軸は対称線上をたどった波数，縦軸はeVを単位とするエネ

ルギー．黒実線は通常のGGaと呼ばれる手法でのバンド構
造であり，赤点線はそれを改良したGW法によるバンド構造 .
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（L）を外挿する熱力学極限での収束値を求めた結果が，
CaCuO2の例について，様々なキャリア濃度の関数とし
て図３内の挿入図に示されている．ここで –

Pd
∞ = limL→∞

–
Pd（L）がゼロでない値を取るということは超伝導長距離
秩序が存在することを意味し，この4種の物質について
実験と一致する結果が得られている．
　また熱力学極限での超伝導秩序パラメタF ∞SC = √ 

–
Pd

∞の
キャリア濃度依存性が図４に示されている．F ∞SCはキャ
リア濃度の関数としてδ  = 0.05–0.1付近にピークを持つ
ドーム構造を示すことが分かる．δ  > 0.1では秩序パラメ
タは単調減少しており，これは角度分解光電子分光やト
ンネル顕微鏡で得られている超伝導ギャップのキャリア
濃度依存性と一致する8，9）．また最適ドープ付近での秩序
パラメタの値F ∞

SC 〜 0.1はミューオンスピン共鳴で得ら
れた侵入長から決められた超流動密度10）とよく一致す
る．

　一方この基底状態は電荷とスピンが図５のように不均
一にストライプ状に並ぶ超伝導秩序を持たない状態と激
しく競合しており，ストライプ状態と10 meV以下（温
度にして数十K程度）のエネルギー差しかないことも示

されており，これも実験で見出されている競合を再現す
る．
　実験結果をよく再現することから，ここで得られた超
伝導状態は現実の化合物をよく表わしていると判断でき
るので，現実に即して超伝導がどのように発現し，どの
ように制御しうるのかを吟味することが可能になった．
実際に4種の化合物の第一原理ハミルトニアンのパラメ
タと得られた超伝導の個性の間の関係を吟味すると，超
伝導秩序の強さ（F ∞SCの値）が主として無次元量である
U／|t1|によって決まっていることが示された．ここで t1は
最近接サイト間の電子のホッピングの大きさであり，U

は同じサイトにいる電子が感じる有効斥力相互作用であ
る．U／|t1|の値は4種の化合物すべてで7から8の間付近
に集中していて，そう大きな差はないないが，F ∞SCの値
と各化合物のU／|t1|の値との関係をプロットしてみると，
図６に示されているように，F ∞SCの値がU/|t1|の値の増大
とともに急激に増大し，U/|t1|が7から8にかけて秩序変
数が敏感に変わることがわかる．すなわち，超伝導を増
幅したければU/|t1|を増やせばいいことがわかる．
　この様子をよりはっきり理解するために，第一原理ハ
ミルトニアンを超えて，キャリアドープしたCaCuO2を
出発点にして，相互作用の大きさを自在に変えてみた場
合のF ∞SCの大きさが図７に示されている．αがオンサイ
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図３ キャリアをドープしたCaCuO2のいろいろなキャリア濃度とシステムサイズでの超伝導相関．
 挿入図は遠方部分の収束値のサイズ外挿 2）．

図４	 超伝導秩序パラメタF∞
SCのキャリア濃度δへの依存性 2）．グ

レーのシンボルはサイズ24 × 24の正方格子での結果．赤い
シンボルは熱力学外挿後の値．
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ト相互作用Uをスケールするファクターでありξはサイ
ト間の相互作用Vを一様にスケールする．いずれも1の
ときに第一原理パラメタを再現するようにとっている．
現実物質を超えて，Uのみを変化させる場合（図の青い
丸）はα  = 1.2すなわち現実物質より20%相互作用を増
やしたときに秩序パラメタは現実物質の1.4倍程度で最
大値となり，一方すべての相互作用を一様に増大させる
場合（図の赤い四角）も相互作用を20%増大させたと
きに秩序パラメタが30%程度増大する．またサイト間
相互作用は小さければ小さいほど超伝導が増幅され（図
のオレンジ色の逆三角），サイト間相互作用を十分小さ
く取れれば，秩序パラメタは現実物質の2倍程度まで増
大することがわかる．

　また，現実物質の範囲内ではU/|t1|が大きければ大き
いほどF ∞SCが大きくなっていたが，仮想的に現実物質を
離れてU/|t1|をさらに大きくするとF ∞SCは減少に転じる．
実際U/|t1|が大きすぎると，量子もつれの重要な成分と
なる電荷揺らぎを引き起こす励起子状態の揺らぎやスピ
ン一重項のゆらぎが抑制されることがこの減少の原因と
考えられる．すなわち量子もつれを最大化するα  〜 1.2

および小さなξが超伝導を最適化していると理解できる．
現実物質の範囲では超伝導秩序パラメタF ∞SCはU/|t1|に対

して単調に増大しており，それを超えてさらにU/|t1|（α）
を増大させ，サイト間相互作用を抑えることが超伝導の
最適化につながる．もちろん相互作用の大きさを自在に
変えることは容易ではないし，限度があるが，この結果
は物質設計をする場合の有用な指針となるであろう．
　再び現実物質の結果の解析に戻ろう．4物質群すべて
について実験的に観測された最適ドープでの転移温度の
最大値Tc

optは

 Tc
opt ～ 0.16 t1F ∞SC （2）

という関係式をよく満たしていることが図８のように示
された．左辺の最適状態での転移温度はエネルギーの次
元を持つ量であり，これが特徴的なエネルギースケール
t1で決まるのは当然なことであるが，特徴的なエネル
ギースケールを t1と取るならば，一般にはこれにハミル
トニアンのすべてのパラメタとの比で与えられる無次元
量，tn /t1 （n ≥ 2）， U/t1， Vm /t1 （m ≥ 1） の多変数関数τ（tn /t1, 
U/t1, Vm /t1） を用いてTc

opt = t1τ（tn /t1, U/t1, Vm /t1） と表わさ
れる．ところがこの多変数の中で，最適転移温度は主に
U/|t1|のみに依存する無次元な量である秩序パラメタF ∞SC

に比例していると考えると調べたすべての4物質がうま
く表せるというわけである．再びU/|t1|が超伝導を制御
する主要成分であるのがわかる．

　超伝導の実現にとって必要なクーパー対の形成には電
子間の引力が必要とされる．これについての知見を得る
ためにエネルギーのキャリア濃度依存性が図９に示され
ている．全エネルギーの平均値は（a），（b）に示されて
いるように下凸な曲線となるがこれは熱力学的安定性に
とって必要なふるまいである．一方Uに比例する局所相

図６ 4種類の銅酸化物の超伝導秩序パラメタF∞
SCと第一原理パラメ

タU/|t1|の関係 2）．
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図７	 第一原理パラメタU/|t1|をCaCuO2の場合を出発点（α  = ξ  = 1）
にとり，Uをα倍，サイト間相互作用をすべてξ倍した場合の
超伝導秩序パラメタF∞

SC．キャリア濃度δ  = 0.167の例が示さ
れている 2）．

0 1 2 3 4
α or ξ

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

F S
C

δ = 0 .167

1.0 1.25 1.5

0.1

0.12

0.14

H (α, 1.0) H (ξ, ξ) H (1 .2, ξ ) 図８	 Tc
opt ～ 0.16 t1F

∞
SCをもとに第一原理パラメタ t1と秩序パラメタ

の計算値F∞
SCから得られるTcと最適ドープでの実験値Tc

optの比
較．紫のシンボルが計算予測 2）．黒シンボルが実験値．Bi2201
とBi2212については計算予測のエラーバーは，結晶構造の実
験測定の不定性に由来する．すなわち銅を取り囲む酸素のう
ち頂点酸素と呼ばれる原子の位置が実験的にはっきり特定で
きておらず，その不定性を反映して，有効ハミルトニアンの
パラメタ，特にUに不確定性があることを考慮したことがエ
ラーバーの原因であり，結晶構造が特定されていれば計算の
エラーバーは図のものよりはかなり小さい．
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互作用EUの平均値は（c），（d）に示されているように上
凸な曲線となる．したがって局所エネルギーをδの関数
ついて展開するとEU = E0 + aδ + bδ 2 + ･･･で定義される
bが負であることを意味する．bの項はキャリア間の有
効相互作用をあらわすからb < 0は引力を意味する．こ
の引力の原因はモット絶縁体および極過少ドープ域では
キャリアがインコヒーレントであり，電子が大きな衣を
着ている（すなわち自己エネルギーが大きい）がキャリ
アドープが進むにしたがって，急速にかつ非線形にコ
ヒーレントになる（すなわち自己エネルギーが減少し，
局所的な相互作用効果が減って通常のフェルミ液体に近
づく）ことを反映しており，いわゆるモットネスと言わ
れる強相関状態からキャリアドープによって急速に局所
相互作用エネルギーが減少するためと解釈できる．

３．電子の分数化
　このように局所エネルギーが上凸のカーブを描くと，
局所的には上凸の山の両側（過少ドープ域と過剰ドープ
域）に双安定な構造が生まれる（これは局所的に相分離
による電荷不均一を生む傾向といってもよい）．そのと
き双安定な二つの領域の励起をあらわすフェルミオンの
生成（消滅）演算子をそれぞれ過剰ドープ域でc†，（c），
過少ドープ域でd†，（d）とすれば，簡単にモデル化して次
のような2成分フェルミオン模型が成り立つ．

 H  =  ［ε c（k）c†
k, σ  ck, σ +  ε d（k）d†

k, σ  dk, σ
  k, σ

 + Λ（k）（c†
k, σ

 dk, σ + H.c.）  （3）

 + （vc（rij）nci ncj + vd（rij）ndi ndj + vcd（rij）nci ndj）
     i j 

ここでε c（k）とε d（k）はそれぞれcフェルミオンとdフェル
ミオンのエネルギー分散であり，Λ（k）はこれら2つの
フェルミオンの混成項である．またvc ，vd ，vcdはそれぞれ
cとc，dとd，cとdの間の相互作用であり，nc ，ndはcとd

の数演算子である．もしもvcdがvc ，vd ，Λより大きければ
この系はcとdが棲み分けて実空間で電荷不均一なスト
ライプ状態などが安定になり，一方Λのほうが大きけれ
ば，cとdが混成して混成ギャップが生じる．この混成
ギャップは銅酸化物超伝導体で知られている擬ギャップ
とみなすことができる．このハミルトニアンは電子のc

とdへの分数化を表すもっとも簡単な現象論的なハミル
トニアンである．
　さらに超伝導相を平均場的にあらわすために異常項を
導入し，その場合はcとdの間の相互作用効果を小さい
と置いて無視すると

 H  =  ［ε c（k）c†
k, σ  ck, σ + ε d（k）d†

k, σ  dk, σ
  k, σ

 + Λ（k）（c†
k, σ  dk, σ + H.c.） （4）

 + （Δc（k）c†
k, σ  c†

–k, –σ + Δd（k）d†
k, σ  d†

–k, –σ + H.c）］， 
が得られる．このハミルトニアンから得られるcフェル
ミオン（通常の準粒子的な成分と見なせる）のグリーン
関数は

 1
Gc（k, ω） = —————————————— , （5）
 ω – ε c（k） – Σ nor（k, ω） – W（k, ω） 

であり，ここで超伝導電子の寄与を表す異常自己エネル
ギーと正常電子の寄与を表す正常自己エネルギーはそれ
ぞれ

 Σano（k, ω）2
W（k, ω） = ——————————— , （6）
  ω + ε c（k） + Σnor（k, –ω）*  

と

 Λ（k）2（ω  + ε d（k））
Σnor（k, ω） = ————————— , （7）
 ω 2 – ε d（k）2 – Δd（k）2 

である．ここで異常自己エネルギーそのものは

 Λ（k）2Δd（k）
Σano（k, ω） = Δc（k） + ————————— . （8）
 ω 2 – ε d（k）2 – Δd（k）2

と求められる．2成分フェルミオン模型では超伝導相で
異常自己エネルギーにも正常自己エネルギーにも同じエ
ネルギーωに顕著なピークが生じるがグリーン関数では
その寄与が相殺して消えることが示されている11–13）．一
方異常項におけるこのピークが高温超伝導を生む原因で
あることも示されている．グリーン関数では相殺するた
めに，光電子分光やトンネル分光のような通常の分光実

図９ CaCuO2の全エネルギー Etot （a，b） とUに比例するオンサイト
相互作用エネルギー Eu （c，d） のδ依存性 2）．（b，d） はδに線形
な関数Fを差し引いて，変化を見やすくしてある．全エネル
ギーはδに対して下凸であり，熱力学的安定性が保証されて
いるが，EUは上凸であり，局所引力を示している．
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験手段でこのピークを直接観測することは困難である
が，機械学習により角度分解光電子分光の実験データか
らこのピークが抽出された14，16）．ピークの出現とグリー
ン関数での相殺は，分数化に特有な性質であり，これを
同定できるということは，分数化の証拠である．
　しかし角度分解光電子分光にはバックグラウンド，ノ
イズ，測定領域限界などがあり，機械学習の結果が100%

確実であるということはできない．そこで，分数化をよ
り厳格に検証するために，全く異なる分光実験手段であ
り，励起子のダイナミクスを観測できる共鳴非弾性X線
散乱（RIXS）では，分数化がどのような帰結をもたら
すのかを予測した．この予測にあたっては，角度分解光
電子分光（aRPES）の実験から得られた電子スペクト
ル関数の知見と，その機械学習から得られる電子のグ
リーン関数の構造を再現するように，分数化を記述する
2成分フェルミオン模型のパラメタをフィットして用い
た．すなわちaRPESとRIXSの統合解析を行なったこ
とになる．その結果，分数化が生じる場合，X線で観測
可能なc成分が常伝導相と超伝導相では異なるため，超
伝導相になったときにフェルミレベル以下で占有されて
いる電子のうちのc成分が増大することを反映して，超
伝導相でRIXSで観測される励起子共鳴ピークが10%程
度増大することを図10のように予測した15，16）．この予測
は台湾のNSRRCにあるRIXS測定施設で検証され，予
測に一致して分数化が顕著と考えられる最適ドープのサ
ンプルでは超伝導転移温度以下で10%程度の励起子
ピークの増大が図11のように観測され，過ドープ域では
増大が見られないという結果が得られた．これは分数化
が起きていることをさらに証拠立てるものとなっている．

４．	まとめと展望：第一原理計算による物質に即
した個性の理解とそれを貫く普遍概念として
の分数化の統一描像へ

　量子スピン液体において，スピン励起が分数化しスピ
ン1/2のスピノンによる記述がスピン液体のギャップレ
スなディラック分散型の励起を生み，分子性結晶である
dmit塩の性質をよく説明することが第一原理計算により
示されている18，19）．またこれより前に，より簡単な理論
模型である正方格子上のJ1–J2ハイゼンベルク模型でも，
スピノンへの分数化を支持する結果が得られ19，20）．今回
の電子の分数化は一見これとは全く別のものに見える
が，よく吟味して見るとそこには共通性が見えてくる．
図12は2つのサイトに上向きスピンの電子，下向きスピ
ンの電子を1つずつ配置する仕方（ヒルベルト空間）の
すべてである4つの状態の重ね合わせを表わしている
が，a3 = a4 = 0であれば基本的にa1 = –a2となってシング
レットの量子もつれとなり，量子スピン液体の要素とな
る．一方a1 = a2 = 0の場合は励起子の成分の量子もつれ

を表わし，励起子の成分として隠れているダークフェル
ミオンdが，「モットネス」に起因して生じる．図12に
示した4つの束縛状態から電子が解き放たれて実空間全
体に広がった準粒子（cフェルミオン）はダークフェル
ミオンdとは異なる励起であり，電子の分数化が生じる
が，cとdとの間には量子トンネリングが生じる（すな
わち混成する）．このようにして量子スピン液体に見ら
れるシングレットの量子もつれと励起子や準粒子の量子

図11	 RIXSで観測した励起子共鳴ピークの温度依存性．分数化が
期待される最適ドープサンプル（赤シンボル）のときだけ超
伝導転移温度以下でピーク強度が増大し，分数化が生じない
過ドープ域では増大が見られない17）．

図10	 電子分数化があるときのRIXSによる励起子共鳴ピークの超
伝導相での増大の予測．分数化が生じているときだけ，超伝
導相（SC）になると常伝導相（Normal）に対して励起子ピー
クが増大する17）．

図12 モット絶縁体における量子スピン液体と高温超伝導体におけ
る電子の分数化の両方を包含した量子もつれの全体像を，2
サイト2電子の張るヒルベルト空間という要素で表わした模
式図．a1とa2による1次結合は量子スピン液体の要素となる
シングレットによる量子もつれを生み，a3とa4による1次結
合は電荷揺らぎを生む励起子束縛状態による量子もつれを生
む．さらに2サイトではなく多数のサイトでは，この励起子
の束縛状態に含まれるフェミオンと，実空間に広がった運動
量空間で局在した準粒子とが相互に，ある寿命で移り変わっ
て混成し（量子トンネルし），より高度な量子もつれを生む．
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もつれは，より広いヒルベルト空間の一部として表現さ
れ，包括的なひとつながりの量子もつれの異なった側面
を担うことになる．
　強相関電子系の第一原理計算は困難を極めていたが，
最近になって，鉄系超伝導体21）と銅酸化物超伝導体1，2，22）

を含む強結合超伝導体や，分子性結晶の量子スピン液体
の解明18）で次々と成功するようになってきた．パラメタ
を含まない第一原理計算による化合物の結晶構造だけに
基づく物性の個性を定量的に理解できるようになって初
めて，超伝導や量子スピン液体のような現象を生み出す
機構の普遍的側面を暴き出すことができるようになる．
一方で，その際に，第一原理ハミルトニアンの含む多く
のパラメタをそのまま量子多体ソルバーで解いた結果
は，ある意味ブラックボックスであり，その本質はわか
りにくい．そこでより簡単化されたモデルを用いてそこ
に隠れている物理を抽出することが有効となり，実験と
の比較が容易になる．
　現象論的な2成分フェルミオン模型を第一原理ハミル
トニアンから直接導出し，第一原理ハミルトニアンのパ
ラメタから2成分フェルミオン模型のパラメタを求める
ことはこれからの課題である．一方，2成分フェルミオ
ン模型のパラメタを，角度分解光電子分光のスペクトル
データへのフィッティングから推定することは可能と
なった12，15）．さらにその確度を上げるために，RIXSや
トンネル分光とその準粒子干渉のような異なる分光実験
手段と組み合わせる研究も始まっている．機械学習で分
光実験データを統合解析する統合分光研究においても，
これを直接第一原理ハミルトニアンおよびその計算結果
と組み合わせる前に，2成分フェルミオン模型のような
本質を捉えた扱いやすい模型を介して，統合解析するこ
とがまずはこれからの課題である．
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