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１．は　じ　め　に
　氷Ⅲは，水の相図において，液体の水および氷 Ih，Ⅱ，
Ⅴとの相境界に囲まれた小さな領域を占めている1–4）．
氷Ⅸは氷Ⅲの水素秩序型で，氷Ⅱの安定領域に現れる準
安定相である5–7）．氷ⅢとⅨは正方晶であり，複雑な
ネットワーク構造を持っているが，これは中圧領域の氷
多形に共通している．氷Ⅸは，300 MPa程度で安定相で
ある氷Ⅱが出現しないよう氷Ⅲを冷却したときに得ら
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Polymorphism of Ice Arising from Flexible Hydrogen Bonds:  
Anisotropy in the Thermal Expansivity  

and the Nonaffine Deformation for Ice IX and III
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 We explore anisotropic characters in the thermal expansivities of hydrogen-ordered ice IX and III. The 
free energies of these ice forms are calculated to obtain the lattice constants for tetragonal unit cell and 
the thermal expansivities at various thermodynamic conditions in the framework of quasi-harmonic 
approximation taking account of anisotropic nature. The thermal expansivities are also examined by 
applying a thermodynamic relation. Both calculations suggest that ice III and IX exhibit a negative thermal 
expansion along the a-axis but have a positive one along the c-axis at low temperatures. It is found that 
nonaffine deformation is essential in calculating the lattice constant. We also find that the nonaffine 
deformation is represented by the shift of the minimum energy positions in the potential manifold of 
hydrogen-ordered ice along a limited number of the normal mode coordinates, which is irrelevant to the 
system size. These modes become unstable against an applied strain so that the potential minimum moves 
along those normal coordinates. The unstable modes are all symmetry-preserving modes and the space-
group symmetry is an invariant under displacement. The number of the unstable modes in ice IX is 8 while 
it is 1 in ice VIII.

　水素秩序型氷Ⅸとその水素無秩序型氷Ⅲの氷の自由エネルギーから，準調和近似を用いて正方晶単位
格子の格子定数と異方性を考慮した熱膨張率を計算した．また，熱力学的な関係式を用いてGrüneisen
パラメータと弾性係数からも熱膨張率を得た．低温の氷ⅢとⅨは，a軸方向に負の熱膨張をc軸方向には
正の熱膨張を有することが示された．この氷ⅢとⅨの熱物性の理論計算には，非アフィン変形が不可欠
である．また，非アフィン変形は，配置空間中のポテンシャル多様体における最小エネルギー位置が，
少数の基準振動座標に沿ってシフトすることによって得られることを見いだした．これらのモードは歪
みに対して不安定になり，ポテンシャル最小の位置がこれらの基準座標に沿ってアフィン変換された構
造から移動する．これらの不安定モードはすべて結晶対称性を保存するモードで，空間群はこれらの基
準座標に沿った変位に対して厳密に不変である．氷Ⅸの不安定モードは8個，水素秩序氷Ⅷの不安定
モードは1個であることも明かになった．

れ，準安定である．この転移の体積変化は異方的に起こ
る．すなわち，水素秩序化によってa軸方向の格子定数
aは増加し，c軸方向の格子定数cは減少する8）．
　氷Ⅸは氷Ⅲの水素秩序型と信じられてきた 9–10）．しか
し，その後の研究により，氷Ⅲは完全な無秩序型でも，ま
た氷Ⅸは完全な秩序型でもないことが分かっている11–12）．
氷ⅢとⅪの線熱膨張率はかなり異方的であると期待され
る．氷ⅢとⅨの間の相変化では，上記の相転移では遅い
ダイナミクスのために，熱膨張率が明確ではない可能性
がある5）．これらの氷の熱膨張率を調べるには，純粋な
熱膨張と相転移の遅いダイナミクスを区別できる理論研
究が有用である．
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弱いあるいは他の分子と反発し合う近接分子対が存在す
ることである．氷Ⅲの水素位置の無秩序化は，水素結合
と非水素結合の両方のエネルギー分布を広げている．
2.2.	 氷の自由エネルギー
　NW個の水分子からなる氷の温度T，体積Vにおける
Helmholtz自由エネルギーは，最小相互作用エネルギー
Uq（V, Nw）20），振動自由エネルギー Fv（T, V, Nw）21），水素無
秩序から生じる残余エントロピー Sr（Nw）22）という3項か
らなる．自由エネルギー A（T, V, Nw）は，これらの和とし
て次のように与えられる．

A（T, V, Nw） = Uq（V, Nw） + Fv（T, V, Nw） – TSr（Nw） （1）

Paulingによる近似的な残余エントロピーの値は，kBを
Boltzmann定数として 23），

Sr（Nw） = Nw kB ln  3—
2 

, （2）

である．微小振幅の振動では，振動の自由エネルギーは
調和振動子の集まりで表され，量子力学的な分配関数か
ら次のように計算される．

   hvjFv（T, V, Nw）〜kBT〈  ln {2 sinh（ ——— )}〉. （3）
  j 2kB T 

　これまでに我々は，様々な氷多形の熱膨張率を理論
的に計算し，低圧氷の負の熱膨張率の起源を調べてき
た14–16）．すなわち，負のGrüneisenパラメータの原因を
明らかにし，それが等方的な格子における負の熱膨張率
をもたらすことを示した．また，氷Ⅲのわずかな歪みに
対しても水分子が再配列（非アフィン変形）することが
正確な熱物性を得るための重要なステップであることを
見出した．この場合の計算は，a-とc-格子定数の等方的
スケーリング，すなわち，比c/aを固定して行われてい
た14）．しかし，実際にはaとc軸は独立に変化する．本
研究では，静水圧下での2つの格子定数aとcの両方に
対して，その自由エネルギーを最小化することにより求
める．また，氷ⅢとⅨの熱的性質の計算における非ア
フィン変形の大きさとその方向について議論する．

２．理論と計算方法
2.1.	 分子間相互作用と結晶性氷構造の生成
　分子間相互作用は，TIP4Pファミリーの一つで，液体
の水と氷の両方のシミュレーションに最も適している
TIP4P/iceモデルにより記述する17）．GenIceツールを用
いて，水素位置無秩序の氷 Ic（1000水分子），Ⅲ（768

分子），Ⅶ（1024分子）をそれぞれ100配置，また水素
位置秩序の氷Ⅷ（1152分子）とⅨ（768分子）を生成し
た18–19）．
　氷Ⅸには，結晶学的に異なる2つの分子位置が存在す
る．氷ⅨとⅢの単位格子は正方晶で，12個の水分子か
らなる．近傍4分子と結合した氷Ⅸの分子を図１に，相
互作用エネルギーと水素結合エネルギーを表Ⅰに示す．
低エネルギーの分子は，ほぼc軸に平行な水素結合によ
り相互に結合している．
　図２は，氷Ⅲ， Ⅸ， Icについて，O-O距離が0.35 nm以
下の水分子の対の分布を，対相互作用エネルギーに対し
て示したものである．氷Ⅲ（Ⅸ）が氷Icと異なる顕著な
特徴の一つは，通常の水素結合強度〜20 kJ mol–1よりも

Fig. 1 Crystalline ice IX structure. The lower and higher energy 
molecules are represented by spheres colored blue and yellow. 
Light blue, dark blue, and orange pipes correspond to hydrogen 
bond energy of –30.0, –30.2, and –21.0 kJ mol–1, respectively.

    Table I.  The interaction (binding) energies in kJ mol–1 of the two 
types of molecules (lower and higher) in ice IX and the hydrogen bond 
energies in each type denoted as HB1 to HB4 at 0 k and 300 MPa with 
the TIP4P/ice model.

type Binding HB1 HB2 HB3 HB4

low –138.7 –30.0 –30.0 –30.2 –21.0

high –136.6 –30.2 –30.2 –21.0 –21.0

Fig. 2 Pair interaction energy distributions of ice Ic (green), III (red), 
and IX (blue) for molecular pairs separated by distances less 
than 0.35 nm. Molecular arrangement in each ice is optimized 
to have minimum potential energy with the lattice constants 
obtained from MD simulations at temperature 150 k and 
pressure 100 MPa for ice Ic and 300 MPa for ice III and IX.
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ここで，hはPlanck定数，vjは j番目のモード振動数を
表し，〈･･･〉で示される平均は，水素無秩序氷の場合，
生成された配置に対して取られたものである．振動数vj

は，K = m–1/2 Hm–1/2（Hは分子間相互作用のHessian行
列，mは質量テンソル）を対角化して得られる14）．
2.3.	 準調和近似（QHA）による異方性熱膨張率
　格子定数は氷 Icのような立方晶と同じ方法で計算され
る．ここでは，温度Tと圧力pj = –τ jj（応力テンソルの j

番目の法線成分）により変化しうる正方格子であって，
独立な各格子定数 liを考え，また圧力は静水圧とする．
氷ⅢやⅨのような正方晶の独立定数をa, cとすれば，体
積Vはa2cである．このような結晶では，以下の関数をa

とcに対して最小化する．

A（T, V0, e11 , e33 , Nw） + （ p1［1 + e11］ + p2［1 + e22］ 
+ p3［1 + e33 ］）V0 = A（T, a, c, Nw） + 2p1 aa0 c0  （4）
+ p3 a0

2  c

ここで，ejjは歪みテンソルの j番目の法線成分であり，
せん断歪みは考慮しない．これは以下の連立方程式に還
元される．

 ∂A（ — ） + 2p1 ac = 0 （5a）
 ∂a

 ∂A（ — ） + p3 a2 = 0. （5b）
 ∂c

線熱膨張率は，自由エネルギーを最小化する格子定数の
温度依存性から求められる．
2.4.	 熱膨張率の熱力学的関係
　線膨張率は，熱力学的な関係から別の方法で計算され
る．個々の格子定数 li （a, c）に対する熱膨張率は， Grüneisen

パラメータγ j ，弾性コンプライアンス sij ，および格子サイ
ズ一定の熱容量CVとのあいだに，以下の関係がある25）．

  ∂  ln li   ∂  ln li  ∂  pj 
 α i = （ —— ） = –  （ —— ）   （—— ）   ∂  T  p              　   j  ∂  pj   T, p'  ∂  T   l'

    li  ∂  ln li   ∂  2 A   CV      =   — （ —— ） （ —— ）  = —   sij γ j . 

（6）
 

    j V  ∂  pj   T  ∂  T  ∂  lj    li  
V       j

Grüneisenパラメータは調和結晶に対しては容易に計算
されて

  lj  ∂ 2 A    ∂  ln ν kγ j = – — （ —— ） = –CV
–1  

k 
Ck ——

  V  ∂T ∂ lj     l'          ∂  ln lj （7）
  ∂  ln ν k
    = –CV

–1  
k
 Ck ——

  ∂  ejj

のようになる．ここでν kは，k番目の調和振動数である．
弾性コンプライアンス sの ij成分は以下のように与えら
れる．

  ∂  ln li
sij = –（ ——  ）T, p

 . （8）
  ∂pj

一般に弾性コンプライアンス sは，歪みejjに対する自由
エネルギーの変化から以下のように求める25）．

  ∂ 2 A ∂ 2 A ∂ 2 A
  ——— ——— ———
  ∂e11

2 ∂e11 ∂e22 ∂e11 ∂e33

  ∂ 2 A ∂ 2 A ∂ 2 A
   s–1 =  1—

V
 ——— ——— ———

  ∂e11 ∂e22 ∂  e22
2 ∂e22 ∂e33

  ∂ 2 A ∂ 2 A ∂ 2 A （9）
  ——— ——— ———
  ∂e11 ∂e33 ∂e22 ∂e33 ∂e33

2

  –p1 p1 p1

 – （ p2 –p2 p2 ）.  p3 p3 –p3

結晶の熱容量は，各振動モードの熱容量Ckの和（CV = 

∑k Ck）として得られる．またCkは振動数vkを用いて
  hν k  hν k （ — ）2 exp （ — ）  kB T  kB T
Ck = kB  ———————— . （10）
  hν k  ［exp （ — ） – 1］2

  kB T

のように与えられる．
2.5.	 非アフィン変形のエネルギー
　氷 IcのGrüneisenパラメータの数値計算では，分子座
標の一様なスケーリングのみによりほぼ正確に得られ
る．一方，氷Ⅲでは一様なスケーリング後の構造緩和が
必要である14）．歪みが加えられると，分子の位置と配向
は，一様にスケーリングされる（アフィン変換）だけでな
く，エネルギー的に安定な構造に再配置される（非ア

フィン変形）26）．アフィン変換からの変位 ∂  r
∂λ  は，Hessian

の逆行列H–1と並進と回転座標に共役な一般化力 ∂  f
∂λ ’を

用いて，以下のように書ける．

 ∂r  ∂ 2 Φ  ∂  f
 — = –H–1 ∙ — = H–1 ∙ — . （11）
 ∂λ  ∂r ∂λ  ∂λ

ここでΦは分子間相互作用である．H–1は基準振動の2

乗を成分とする対角行列ΛdとΛdを得るためのユニタ
リー行列Uにより表されるT = m–� Uを用いて以下のよ
うに書き直される26）．

H–1 = TΛd
–1  T t. （12） 

非アフィンエネルギー ∆Un は小さな歪み λ  = e11 + e22 + 
e33 に対して

  λ 2  λ 2  ∂  ri  ∂  fi
∆Un = – — En = – —  

i
 — ∙ —

  2  2  ∂λ  ∂λ  
（13）

   λ 2 ∂  f t  ∂  f  λ 2          6n – 3

 = – — — H–1 ∙  — = – —  
j = 1  

Enj
   2 ∂λ  ∂λ  2 

のように表される．

Œ „
Å Í
Å Í
Å Í
Å Í
Å Í
Å Í
¸ ˛
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３．結果および考察
3.1.	 氷ⅢとⅨの格子定数
　化学ポテンシャルとともに得られる格子定数の温度依
存性を図３に示す．この格子定数の理論計算は，氷Ⅸか
らⅢへの転移の際にa軸が収縮しc軸が膨張するという
実験結果と一致する8）．無秩序化によってc軸が大きく
膨張してa軸の収縮より優勢となり，体積が増加する．
この際に，歪みが分子の位置や配向に影響を与え，その
位置が歪みによって単純に変化する（アフィン変換）だ
けでなく，各単位格子で大きな再配列が起こる（非ア
フィン変形）．無秩序化に伴うa軸の収縮は，量子自由
エネルギーからのみ得られる．

3.2.	 熱膨張率
　格子定数の温度依存性から算出した静水圧300 MPa

での氷Ⅸの熱膨張率αを図４にプロットした．c軸方向
のα cは0～200 kの温度範囲では常に正である．体積熱
膨張率α Vは，低温ではα cによる正の寄与がα aによる負
の寄与を超えるために正である．300 MPaの氷Ⅸの負の
α aは95 k付近で正に転じ，0.1 MPaの氷 Ic（〜60 k）よ
り少し高い．これらの熱的挙動は実験からも得られてお
り，α aは45 k以下で負となる27）．熱力学的関係から得
られた熱膨張率は，ここには示していないが，QHaか
ら得られた熱膨張率とよく一致している．
3.3.	 低温での異常の原因となるポテンシャル面
　氷Ⅸにおいて，アフィン変換によって生じた低温での
異常がどのモードに由来し，また非アフィン変形によって
どのように部分的に解消されるかを調べる．そのために，
氷Ⅸのポテンシャル多様体において，各基準座標に沿っ
たポテンシャル面を計算する．j番目のqj = Qj √kB T0／
（2πυ j），（–1 ≤ Qj ≤ 1）で与えられる基準座標に沿ったポ
テンシャル面は，以下により得られる．

Rj = m–� Uq j + R0 , （14）

ここで，R0は平衡位置での分子座標を表す．パラメータ
T0は200 kに固定する．
　図5（a），（b）は，51 cm–1の振動数を持つ基準座標に
沿ったポテンシャル面を，歪みによる非アフィン変形
（実線）とアフィン変換（破線）の場合に示した．a軸方
向に伸びると曲率が大きくなり，負のGrüneisenパラ
メータと一致する．他のモードも0–100 cm–1の間の振
動数領域で同様の異常な性質を持つ．この範囲は，氷 Ic

と Ihの負の熱膨張率領域とほぼ重なっている．非アフィ
ン変形（実線）はアフィン変換による変化をある程度打
ち消している．水素位置の乱れによって，ポテンシャル
面への影響はやや不明瞭になるが，図5（c）に示すよう
に，一般的な性質はそのまま残っている．図5（d）のよ
うに低圧氷 Icでは全く異なり，アフィン構造と非アフィ
ン構造の区別は殆どない．
3.4.	 歪みの非アフィンエネルギーと不安定モード
　氷Ⅸ（氷Ⅲも）では非アフィン変形が重要な役割を
担っている．非アフィン変形の大きさは，「非アフィン
エネルギー」によって定量化できる．これは，ある歪み
下で完全に緩和した非アフィン構造のエネルギーと，対
応するアフィン構造のエネルギーとの差として定義され
る．非アフィンエネルギーは，ポテンシャルエネルギー
の差として直接か，式（13）に従って間接的に計算され
る．
　水素結合以外の分子対が非アフィンエネルギーに寄与
しているため，歪み下での非アフィンエネルギーと水素
結合強度の間に明確な関係は見いだせない．その代わ
り，式（13）の振動モードに沿った非アフィンエネル
ギーから，ある歪みによってポテンシャル面がどのよう

Fig. 3 Lattice constants a and c of ice IX (solid curves) and ice III (dotted 
curves).

Fig. 4 Grüneisen parameter γa and γc times the mode heat capacity at 
constant volume, CV, for ice IX by way of affine, nonaffine, and 
partially (T: translation, R: rotation) nonaffine deformation.
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に変化するかを調べることができる．非アフィン変形
は，式（11），（12）に従えば，ポテンシャル多様体におけ
る最小エネルギー位置がいくつかの基準座標に沿ったシ
フトによって表される．これらのモードは歪みに対して
不安定であるため，ポテンシャル最小値の位置はこれら
の基準座標に沿ってアフィン変換された構造から変位す
る．
　前節と同様の手順で歪み下の氷Ⅸのポテンシャル面に
関して，歪みのある場合と無い場合を図６に示す．図6
（a）は–4 ≤ Qj ≤ 4における歪みに対する安定モードの典
型的なポテンシャル曲面である．a軸とc軸方向の何れ
の歪みの影響も小さく，それぞれのエネルギー曲面は完
全な放物線状である．ほぼ全ての基準座標に対しても図
6（a）の曲線と同様である．図6（b）は，非アフィンエネ
ルギーに寄与するモードの代表的なポテンシャル面であ
る．基準座標に沿ったポテンシャル面は，歪みのない状
態（e = 0）では　の二次曲線であるが，歪みを加えると
基準座標上の最小位置が移動し，エネルギーの最小値は

低下する．このエネルギー減少が非アフィンエネルギー
の起源である．他のモードの大部分は非アフィンエネル
ギーの低下に寄与しない．事実，歪みに対して不安定な
モードの数は，氷Ⅸでは8個，氷Ⅷでは1個である．こ
れらの数は単位格子数ncには無関係であって，エネル
ギー減少はncに比例し，移動する基準座標位置は√

 
n
—

c に
比例することから，非アフィンエネルギーは示量変数で
あることがわかる．したがって，これらはフォノン分散
関係におけるΓ点での光学モードである．
　個々のモードに対する式（13）の非アフィンエネル
ギー係数Enjの大きさを，水素秩序氷ⅨとⅧについて図
７に示す．非アフィンエネルギーに実質的に寄与してい
るモードはごくわずかであることがわかる．また，水素
無秩序氷Ⅲ，Ⅶ，Icのポテンシャル面も調べた．氷 Icには
明確な非アフィンエネルギーを持つモードは実質的に存
在しない．氷Ⅲでは，そのようなモードの数は系のサイ
ズに依存し，非常に多くなる．氷Ⅸとの違いは，水素無
秩序によって個々の振動モードのparticipation ratioが変

Fig. 5 Potential surfaces of ice forms for affine (dotted) and nonaffine (solid) structures. (a) ice IX under strain along the a-axis, e11 
= e22 = ±0.01/2 (green: no strain, blue: elongated, red: contracted), (b) ice IX under strain along the c-axis, e33 = ±0.01 (blue: 
elongated, red: contracted), (c) ice III under strain along the a-axis, e11 = e22 = ±0.01/2 (blue: elongated, red: contracted), (d) 
ice Ic under isotropic strain, e11 = e22 = e33 = ±0.01/3 (green: no strain, blue: elongated, red: contracted).

（a） （b）

（c） （d）
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化していることに対応する18）．しかし，ほとんどの振動
モードにおいて，非アフィン変形によるエネルギー減少
の大きさは，氷Ⅸよりも氷Ⅲの方がずっと小さい．氷Ⅲ
のモード数が多いことは，個々の基準座標に沿った非ア
フィンエネルギーの減少を補い，氷Ⅲの全非アフィンエ
ネルギーは氷Ⅸのそれと同程度になる．
　それらの不安定モードの基準座標を調べた結果，非ア
フィンエネルギーに関連するすべての基準モードが対称
性保存モードであることが分かった．すなわち，氷Ⅸに
おいて空間群が不変である対称性保存モードは8個であ
り，これらは全て不安定モードでもある．
　相互作用ポテンシャルの観点から非アフィン変形を探
索することも有効である．これは，ポテンシャルエネル

ギーをクーロンとLennard-Jones（LJ）の寄与に分解す
ることによって行う．つまり，クーロンとLJ相互作用
のQ = 0の場合からの変化を計算する．すべてのモード
を調べたが，図８では104 cm–1（対称性保存）と84 

cm–1（対称性非保存）の2つのモードだけを比較してい
る．
　両方のモードのポテンシャル面（クーロンとLJの
和）はほぼ等価であり，2本の緑の曲線が重なってい
る．クーロン相互作用もLJ相互作用も，対称性保存
モードではQ = 0に対して反対称であるが，対称性非
保存モードではQ = 0に対してほぼ対称になる．この
ような反対称性は，すべての対称性保存モードで観測
されるが，どの対称性非保存モードにも認められな
い．

Fig. 6 Potential energy surface against a specific normal coordinate under no strain (green), strain along the a-axis (blue, e11 = e22 = ±0.01/√ 2 ), 
and strain along the c-axis (red, e33 = ±0.01) for (a) stable mode, (b) unstable modes. Solid lines: e > 0, dotted lines: e < 0.

（a） （b）

Fig. 7 nonaffine energy coefficient against vibrational frequency for 
ice IX (blue: a-axis, red: c-axis), VIII (light blue: a-axis, magenta: 
c-axis), III (green), Ic (orange), VII (purple) with a strain. The 
density of state of intermolecular vibrations for ice IX (black 
line) is drawn.

Fig. 8 Total (green), Coulombic (blue) and LJ (red) components of the 
potential energy surfaces plotted against specific normal 
coordinates for modes of frequency 104 cm–1 (solid lines, 
symmetry-preserving) and 84 cm–1 (dotted lines, symmetry-
breaking).
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４．結　　　　　論
　水素秩序氷Ⅸとその水素無秩序氷Ⅲの熱膨張率，およ
び2つの氷の間の転移における格子定数の変化を，QHa

と熱力学的関係から調べた．QHaは，氷ⅢからⅨへの
転移時にa軸が膨張しc軸が収縮するという実験的な測
定を再現した．格子定数から求めた両氷の異方的な熱膨
張率は，熱力学的関係式から求めた値と一致し，対応す
るGrüneisenパラメータや弾性定数と関連づけることが
できた．両計算何れによっても，氷ⅢとⅨは低温ではa

軸方向に負の熱膨張を示すが，低温でもc軸方向には正
の熱膨張を持つ．これらの膨張率は，熱力学的関係式を
介して自由エネルギーの歪みに対する変化を計算する際
に，アフィン変換だけを用いると著しく減少する．非ア
フィン変形の導入は，氷ⅢとⅨの弾性定数の理論計算に
おいては不可欠である．
　非アフィンエネルギーの大きさは，歪み下のアフィン
構造と完全な緩和構造とのポテンシャルエネルギーの差
として定義される．非アフィンエネルギーが，個々の基
準座標に関連したエネルギー減少の寄与に分解されるこ
とを示した．非アフィン変形は，ポテンシャル多様体に
おける最小エネルギー位置が，限られた数の基準モード
座標に沿ってシフトすることによってあらわされること
がわかった．これらのモードは歪みに対して不安定であ
る．ポテンシャルエネルギー最小の位置は，歪みを加え
たときにこれらの基準座標に沿って移動する．不安定
モードの数は，氷Ⅸでは8個，氷Ⅷでは1個である．こ
れらの数は分子数とは無関係であるため，Γ点での光学
モードである．不安定モードは全て対称性を保つモード
であり，空間群対称性はこれらの基準座標に沿った変位
に対して不変である．氷Ⅸの非アフィン変形の大きさと
重要性は，氷Ⅷの場合とは大きく異なっている．
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